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1. Описание модели

В модели локальной волатильности, основанной на конструкции Басса (Conze,
Henry-Labordere, 2021), цена акции представлена непрерывным процессом

St = f(t,W ′
t), (1)

где W ′ — “просто устроенный” процесс, а функция f(t, x) подбирается так,
чтобы воспроизвести цены ванильных опционов с временами исполнения
T1, T2, . . . , Tn для всех страйков K > 0.

В силу результатов лекции 2, задача выбора функции f эквивалентна нахож-
дению процесса St вида (1) со свойствами:

1. St — непрерывный мартингал,

2. Law(STi) = µi для заданного семейства вероятностных мер µi, i = 1, . . . , n.
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Необходимое условие для существования процесса цены

Определение. Говорят, что вероятностные меры µ и ν на R находятся в отно-
шении выпуклого порядка (обозначение: µ ⪯ ν), если∫

R
f(x)µ(dx) ⩽

∫
R
f(x)ν(dx)

для любой выпуклой функции f(x), интегрируемой по µ и по ν.

Замечание. Если µ ⪯ ν и имеют конечные ожидания, то их ожидания равны,
т.е.

∫
R xµ(dx) =

∫
R xν(dx) (нужно рассмотреть f(x) = x и f(x) = −x).

Теорема (V. Strassen, 1965). Для последовательности вероятностных мер
(µi)

n
i=1 существует мартингал (Xi)

n
i=1 такой, что Law(Xi) = µi, тогда и толь-

ко тогда, когда µ1 ⪯ µ2 ⪯ . . . ⪯ µn и эти меры имеют конечные ожидания.
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Предположения

Далее будем предполагать, что задана последовательность моментов времени

0 < T1 < . . . < Tn

и последовательность вероятностных мер на R+ (задающих желаемые распре-
деления величин STi)

µ1 ⪯ . . . ⪯ µn

такая, что каждая мера µi абсолютна непрерывна, имеет компактный носитель
[ai, bi], а ее плотность отделена от нуля и ограничена на (ai, bi).

Положим S0 =
∫
R xµi(dx).

Замечание. Из предположений следует, что функции распределения Fµi и кван-
тильные функции F−1

µi
удовлетворяют условию Липшица.
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2. Конструкция Басса

План

Пусть W — броуновское движение. Конструкция функции f и процесса W ′ бу-
дет дана в три этапа:

1. на отрезке [0, T1] построим функцию f0(t, x) и мартингал

S0
t = f0(t,Wt)

такой, что S0
T1

∼ µ1;

2. на каждом полуинтервале (Ti, Ti+1] построим функцию fi(t, x) и мартингал

Si
t = fi(t, ξi +Wt −WTi)

такой, что Si
Ti+1

∼ µi+1, где ξi — FTi-измеримая случайная величина, кото-
рую нужно найти;

3. покажем, что можно выбрать ξi так, что Si−1
Ti

= Si
Ti

.
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Тогда процесс W ′ будет иметь вид (c обозначением T0 = 0, ξ0 = 0)

W ′
0 = 0, W ′

t = ξi +Wt −WTi при t ∈ (Ti, Ti+1], i = 0, . . . , n− 1,

а функция f(t, x) будет иметь вид

f(0, x) = S0, f(t, x) = fi(t, x) при t ∈ (Ti, Ti+1], i = 0, . . . , n− 1.

St

ξi
ξi+1

W ′
t

tTi Ti+1
St = fi(t,W

′
t ) St = fi+1(t,W

′
t )
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2.1. Конструкция на первом отрезке

Лемма. Пусть F — функция распределения на R, имеющая однозначную об-
ратную функцию F−1 : (0, 1) → R. Тогда

1. если U имеет равномерное распределение на [0, 1], то F−1(U) ∼ F ;

2. X ∼ F тогда и только тогда, когда F (X) ∼ U [0, 1].

Доказательство

Первое утверждение: для любого x такого, что 0 < F (x) < 1, имеем

P(F−1(U) ⩽ x) = P(U ⩽ F (x)) = F (x).

Второе утверждение:

X ∼ F ⇐⇒ P(X ⩽ x) = F (x) ⇐⇒
⇐⇒ P(X ⩽ F−1(a)) = a ⇐⇒ P(F (X) ⩽ a) = a.
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Идея конструкции

• Найдем функцию h(x) такую, что h(WT1) ∼ µ1, и зададим

St = E(h(WT1) |FW
t ), t ∈ [0, T1].

• Из телескопического свойства условного ожидания следует, что St — мар-
тингал, а из марковского свойства броуновского движения получаем пред-
ставление St = f0(t,Wt), где

f0(t, x) = E(h(WT1) |Wt = x).

Непрерывность St следует из того, что любой мартингал относительно бро-
уновской фильтрации непрерывен.

• Согласно лемме, можно взять h(x) = F−1
µ1

(ΦT1(x)), где ΦT1 — нормальная
функция распределения с дисперсией T1.
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Предложение. Определим функцию f0(t, x) : [0, T1]× R → R по формуле

f0(t, x) = E(F−1
µ1

(ΦT1(WT1)) |Wt = x).

Тогда Law(ST1) ∼ µ1 и St = f0(t,Wt), t ∈ [0, T1], является непрерывным
мартингалом.

Замечание

Функцию f0 можно представить в виде

f0(t, ·) = φT1−t ∗ (F−1
µ1

◦ (φT1 ∗ F0)),

где “◦” — композиция функций, “∗” — свертка, φt — плотность нормального
распределения с нулевым средним и дисперсией t, а F0(x) = I(x ⩾ 0)— функ-
ция распределения константы 0.

(При этом будем считать, что (φ0 ∗ g)(x) = g(x) для любой функции g.)
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2.2. Конструкция на промежуточных полуинтервалах

Для полуинтервала (Ti, Ti+1] введем оператор Ai на функциях распределения:

AiF = Fµi ◦ (φTi+1−Ti ∗ (F−1
µi+1

◦ (φTi+1−Ti ∗ F ))).

Замечание. В вероятностных терминах имеем

AiF (x) = Fµi(E(F
−1
µi+1

(F̃ (x+WTi+1 −WTi)))),

где F̃ = φTi+1−Ti ∗F — функция распределения величины ξ+WTi+1 −WTi , где
ξ ∼ F не зависит от W .
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Предложение. Существует непрерывная функция распределения, являющаяся
решением уравнения

AiF = F.

Идея доказательства

1. Сначала покажем, что F̃ является липшицевой функцией с константой, не
зависящей от F , откуда следует, что AiF является липшицевой функцией
c (другой) константой, не зависящей от F .

2. Рассмотрим пространство C(R) с нормой равномерной сходимости и под-
множество E ⊂ C(R), состоящее из функций распределения.

3. Множество E выпукло и замкнуто, а AiE состоит из функцией распреде-
ления, являющихся липшицевыми с одной и тоже константой. По теореме
Арцела–Асколи AiE предкомпактно.

4. Оператор Ai непрерывен, поэтому по теореме Шаудера существует непо-
движная точка F = AiF .
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Предложение. Пусть F ∗
i — любое решение уравнения AiF = F . Определим

fi(t, ·) = φTi+1−t ∗ (F−1
µi+1

◦ (φTi+1−Ti ∗ F ∗
i )), t ∈ [Ti, Ti+1].

Тогда для любой FW
Ti

-измеримой случайной величины ξi ∼ F ∗
i процесс

St = fi(t, ξi +Wt −WTi)

является непрерывным мартингалом на [Ti, Ti+1] и STi+1 ∼ µi+1.

Доказательство. Имеем

fi(Ti+1, x) = F−1
µi+1

(F̃ ∗
i (x)), F̃ ∗

i (ξi +WTi+1 −WTi) ∼ U.

Следовательно, STi+1 = F−1
µi+1

(F̃ ∗
i (ξi +WTi+1 −Wti)) = F−1

µi+1
(U) ∼ µi+1.

Мартингальность доказывается так же, как для конструкции на [0, T1].
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2.3. Склейка процесса

Рассмотрим момент Ti. В силу сделанных предположений, функции

gi(x) := fi(Ti, x) : R → (ai+1, bi+1)

непрерывны и строго монотонны, поэтому существуют обратные

g−1
i (x) : (ai+1, bi+1) → R.

Определим по индукции последовательность случайных величин

ξ0 = 0, ξi = g−1
i (fi−1(Ti, ξi−1 +WTi −WTi−1))

и определим процесс St с заданным начальным условием S0 и

St = fi(t, ξi +Wt −WTi), t ∈ (Ti, Ti+1].

В силу выбора ξi процесс St непрерывен.
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Предложение. Процесс St является непрерывным мартингалом и STi ∼ µi.

Доказательство

Достаточно показать, что функции распределения Fξi построенных величин ξi
являются решением уравнение AiF = F :

Fµi(E(F
−1
µi+1

(F̃ξi(x+WTi+1 −WTi)))) = Fξi(x).

По лемме это эквивалентно тому, что

Fµi(E(F
−1
µi+1

(F̃ξi(ξi +WTi+1 −WTi)) | ξi)) ∼ U

⇐⇒ E(F−1
µi+1

(F̃ξi(ξi +WTi+1 −WTi)) | ξi) ∼ µi

⇐⇒ gi(ξi) ∼ µi ⇐⇒ fi−1(Ti, ξi−1 +WTi −WTi−1) ∼ µi,

а последнее равенство верно по индукции.
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2.4. Численный алгоритм

Основная работа при построении модели Басса состоит в решении уравнения

AiF = F.

В работе Acciaio, Marini, Pammer (2023) показано, что если меры µi достаточно
“хорошие”, то

F ∗
i = lim

n→∞
AnF

для любой “хорошей” функции распределения F (можно взять нормальное
распределение).

Замечание. Если F ∗
i — решение уравнения AiF = Fi, то F̃ ∗

i (x) = F ∗
i (x + c)

тоже будет решением для любой константы c, поэтому численно удобно искать
распределение F ∗

i “сосредоточенным вокруг 0”.
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• Будем представлять распределение F массивом значенийFk = F (xk) в точ-
ках xk = k∆x, где k = −m, . . . ,m, а m∆x выберем “достаточно большим“
по отношению к значениям WTi (например, 5 стандартных отклонений).

• Плотность φTi+1−Ti будем представлять массивом φk = φTi+1−Ti(xk).

• Тогда одна итерация алгоритма состоит в вычислении массива

AF = Fµi(φ∗ (F−1
µi+1

(φ∗ F ))),

где Fµi и F−1
µi+1

применяются к массивам поэлементно, а “∗” обозначает
светку двух массивов:

(x ∗ y)k =
m∑

j=−m

xjyk−j

(считаем, что yl = y−m при l < −m и yl = ym при l > m).
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2.5. Связь с оптимальным транспортом

Пусть µ ⪯ ν — вероятностные меры на R с конечными вторыми моментами,
причем мера µ имеет плотность.

Задача (динамического) мартингального оптимального транспорта: найти со-
гласованный измеримый процесс σt ∈ L2

T такой, что мартингал

Xt = X0 +

∫ t

0
σsdWs,

имеет распределения X0 ∼ µ, X1 ∼ ν и минимизирует функционал

R(X) = E

∫ 1

0
(σt − 1)2dt. (∗)

Замечание. Смысл задачи — найти мартингал с заданным начальным и конеч-
ным распределением, который “наиболее близок” к броуновскому движению.
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Теорема (Backhoff-Veraguas et al., 2020). Пусть существует монотонная функ-
ция f(t, x) и процесс W ′

t = ξ + Wt, где ξ не зависит от W , такие что
Xt := f(t, ξ + Wt) является мартингалом с распределениями X0 ∼ µ и
X1 ∼ ν.

Тогда X является решением задачи (∗).

Следовательно, конструкция Басса решает задачу мартингального оптималь-
ного транспорта (∗).
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