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О чем этот курс

Мини-курс посвящен моделям, используемым для

оценки производных финансовых инструментов.

Производными инструментами (или деривативами) называются контракты,
выплаты по которым зависят от изменения цен базовых инструментов.

Примеры базовых инструментов:
акции, облигации, товары, валюты, фондовые индексы и др.

Примеры производных инструментов:
опционы, форварды, фьючерсы, свопы и др.
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1. Основные понятия

1.1. Деривативы, участники рынка, безарбитражность

Биржевые и внебиржевые деривативы

Деривативы (производные финансовые инструменты) можно разделить на

• биржевые — торгуемые на организованных биржах и имеющие публично ко-
тируемые цены,

• внебиржевые — торгуемые непосредственно между участниками рынка и тре-
бующие оценки их сторонами сделки.

В курсе будет рассматриваться задача построения модели цен базового актива
и биржевых деривативов, которую можно использовать для оценки внебирже-
вых деривативов.
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Пример биржевого дериватива

Опцион колл (или опцион пут) дает право на покупку (продажу) базового ак-
тива по заранее оговоренной цене K в определенный момент времени T .

Величина K называется страйком, а T — моментом исполнения.

(Например, для опционов на индекс S&P 500 доступны несколько тысяч разных
комбинаций страйков и времени исполнения.)

Пример внебиржевого дериватива

Инструмент, выплачивающий на протяжении T лет ежегодный купон по став-
ке (r + x)%, где r — фиксированная доходность, а x является функцией от
доходности индекса фондового рынка за год.
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Buy-side и sell-side

Среди участников рынка можно выделить две группы:

• buy-side (инвестфонды, частные инвесторы) — стремятся заработать на из-
менениях цен активов и используют деривативы для увеличения доходности
портфеля и/или снижения риска.

• sell-side (инвестиционные банки) — стремятся заработать на комиссии от
продажи внебиржевых деривативов, хеджируя риски, связанных с обязатель-
ствами по этим инструментам.

В этом курсе будут рассматриваться задачи, возникающие у sell-side.
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Арбитраж

Арбитражем называется возможность получить безрисковый доход без вложе-
ния капитала.

Фундаментальный принцип всех теоретических моделей финансовой матема-
тики — отсутствие арбитража.

Репликация

Предположим, что некоторый инструмент может быть реплицирован путем
торговли другими инструментами.

Тогда его цена должна быть равна стоимости реплицирующего портфеля, так
как иначе возникнет арбитраж.

(Репликация с помощью биржевых инструментов — одна из основных задач
sell-side.)
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Пример

Пусть цена акции сегодня равна 100Р, а цена завтра — 110Р с вероятностью
p = 0.4 или 90Р с вероятностью q = 0.6. Пусть процентная ставка на денежном
рынке равна 0.

Опцион пут со страйком 100Р платит 10Р, если цена акции завтра будет 90Р,
и платит 0Р, если цена акции будет 110Р.

Сколько следует заплатить за покупку такого опциона?

100Р

p =
0.4

110Р

q =
0.6

90Р

выплата 0Р

выплата 10Р
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Решение

Реплицирующий портфель состоит из −0.5 акции и 55Р; его стоимость 5Р.

• Если цена акции будет 110Р, то стоимость портфеля составит

−0.5 · 110 + 55 = 0.

• Если цена акции будет 90Р, то стоимость портфеля составит

−0.5 · 90 + 55 = 10.

Таким образом, цена равна 5Р (а не 6Р).
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1.2. Компоненты математических моделей рынков

Базовые активы

Пусть задано фильтрованное вероятностное пространство (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P)
с конечным горизонтом времени T .

Будем рассматривать модели, в которых присутствуют два базовых актива:

• безрисковый актив (денежный счет) на котором можно хранить деньги и
брать с него деньги в долг;

• рисковый актив (акция), цена которой задается непрерывным согласован-
ным случайным процессом S = (St)t∈[0,T ].

Для простоты будем считать, что на денежном счете нулевая процентная став-
ка, а акция не выплачивает дивиденды.
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Производные инструменты

Производные инструменты (“европейского типа”) отождествляются со случай-
ными величинами X, равными сумме денег, которую продавец инструмента
обязан выплатить покупателю в момент времени T .

Пример: X = (ST −K)+ для “ванильного” опциона колл, X = (K −ST )
+ для

“ванильного” опциона пут, где K — страйк-цена.

Задача оценки инструмента X состоит в том, чтобы определить его “справед-
ливую” цену V X

t в моменты времени t ∈ [0, T ].
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Торговые стратегии

Торговая стратегия задается случайным процессом H = (Ht)t∈[0,T ], выража-
ющим количество акций в портфеле в момент t.

Изменение стоимости портфеля стратегии описывается процессом

V H
t = V H

0 +

∫ t

0
HudSu,

где V H
0 — начальный объем денежных средств.

(Процесс H должен удовлетворять дополнительным условиям; в частности,
чтобы интеграл

∫ t
0 HudSu был корректно определен.)

стр. 14 из 42



Эквивалентные мартингальные меры

Считается, что в любой “разумной” модели должна существовать вероятност-
ная мера Q ∼ P, называемая эквивалентной мартингальной мерой, такая, что

процесс цены S является мартингалом относительно Q.

(Если это предположение не выполнено, то в модели будут арбитражные воз-
можности.)

Замечание. ЭММ может быть не единственной.
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Основная формула оценки производных инструментов

Безарбитражная цена (справедливая цена) производного инструмента X в мо-
мент t ⩽ T вычисляется по формуле

V X
t = EQ(X |Ft). (1)

В частности, если F0 — тривиальная σ-алгебра (состоит из событий вероятно-
сти 0 или 1), то цена в начальный момент времени равна

V X
0 = EQX.

Замечание. Если ЭММ не единственна, то и безарбитражная цена может быть
не единственной (в таком случае нужно выбрать конкретную ЭММ для даль-
нейших расчетов).
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Калибровка модели

Параметры модели и ЭММ в ней обычно выбирают исходя из минимизации
статической и динамической ошибок:

• статичная ошибка означает отличие цен биржевых инструментов в модели
от их рыночных цен в начальный момент времени;

• динамическая ошибка означает отличие динамики процессов цен биржевых
инструментов в модели от их рыночной динамики.

После калибровки модели на биржевых инструментах (как правило, ваниль-
ных опционах колл и пут) ее используют для вычисления цен и хеджирования
рисков по внебиржевым инструментам.
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Резюме раздела: математические задачи

Цель — найти мартингал S = (St)t∈[0,T ] такой, что

1. цены европейских опционов колл и пут в модели равны (или близки) задан-
ным рыночным ценам:

E(STi −Ki)
+ = Ĉ(Ti,Ki), E(Ki − STi)

+ = P̂ (Ti,Ki),

где Ĉ, P̂ — рыночные цены опционов, доступные для определенного набора
времен исполнения и страйков (Ti,Ki);

2. процесс St, а также процессы цен интересующих нас деривативов имеют
динамику, похожую на ту, что наблюдается в реальности.
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2. Модель Блэка–Шоулза

В модели Блэка–Шоулза (F. Black, M. Scholes, R. Merton, 1973) цена акции
задается геометрическим броуновским движением

dSt = µStdt+ σStdWt, S0 = const > 0,

или, эквивалентно,
St = S0e

σWt+(µ−σ2

2
)t.

Считается, что рассматривается фильтрованное вероятностное пространство
(Ω,F ,F,P), где фильтрация порождена процессом St (эквивалентно, Wt).
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Эквивалентная мартингальная мера

По теореме Гирсанова существует мера Q ∼ P такая, что WQ
t = Wt +

µ
σ t

является броуновским движением относительно нее. Тогда цена является мар-
тингалом относительно Q, так как

dSt = µStdt+ σStdWt = σStdW
Q
t .

Следовательно, Q является эквивалентной мартингальной мерой.
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Репликация производных инструментов

Предложение. Для любого дериватива X, EQX2 < ∞, существует единствен-
ная стратегия H ∈ L2

T такая, что V H
T = X п.н. При этом V H

0 = EQX.

Стратегия H называется реплицирующей стратегией для X.

Доказательство

По теореме о мартингальном представлении найдется единственный процесс
H ′ ∈ L2

T такой, что

X = EQX +

∫ T

0
H ′

tdW
Q
t .

Тогда достаточно взять Ht = H ′
t/St.
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Определение. Ценой репликации дериватива X такого, что EQX2 < ∞, на-
зывается процесс стоимости портфеля его реплицирующей стратегии:

V X
t = V H

t .

Предложение. Для такого инструмента X имеем

V X
t = EQ(X |Ft).

В частности, V X
0 = EQX.

Доказательство. Следует из того, что V H
t является мартингалом и V H

T = X.

Замечание. Цена репликации является безарбитражной ценой в том смысле,
что она не создает арбитражных возможностей на рынке. В частности, ее есте-
ственно считать справедливой ценой инструмента.
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Следствие (формула Блэка–Шоулза). Цены (в момент 0) европейских опци-
онов колл и пут в модели Блэка–Шоулза с нулевой безрисковой процентной
ставкой равны

C = S0Φ(d1)−KΦ(d2),

P = KΦ(−d2)− S0Φ(−d1),
(2)

где Φ(x) обозначает стандартную нормальную функцию распределения, и

d1 =
ln(S0/K) + Tσ2/2

σ
√
T

, d2 =
ln(S0/K)− Tσ2/2

σ
√
T

.

Доказательство для опциона колл сводится к вычислению ожидания

C = EQ(ST −K)+ = EQ(S0e
σWQ

T +(r−σ2

2
)T −K)+,

которое можно найти интегрированием по плотности WQ
T .

Для опциона пут аналогично.
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Реплицирующая стратегия для простых инструментов

Рассмотрим дериватив X = f(XT ) с “хорошей” функцией f . В силу марков-
ского свойства геометрического броуновского движения его цена имеет вид
V X
t = V (t, St), где

V (t, s) = EQ(f(ST ) |St = s).

По формуле Ито имеем (учитывая, что коэффициент перед dt должен быть
нулевым, так как цена — мартингал)

dV (t, St) = V ′
s (t, St)dSt,

а из определения изменения стоимости портфеля стратегии, следует что

dVt = HtdSt.

Приравнивая коэффициенты при dSt, получаем

Ht = V ′
s (t, St).
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Реплицирующая стратегия для сложных инструментов

Рассмотрим дериватив, цена которого V X
t = f(t, Ft) зависит от n-мерного

процесса факторов Ft = (F 1
t , . . . , F

n
t ), где

dF i
t = ai(t, Ft)dt+ bi(t, Ft)dW

Q
t .

Тогда, аналогично предыдущему слайду,

dV (t, Ft) =

( n∑
i=1

bi(t, Ft)V
′
F i(t, Ft)

)
dWQ

t ,

dVt = HtdSt = σHtStdW
Q
t .

Приравнивая коэффициенты при dWQ
t , находим

Ht =
1

σSt

( n∑
i=1

bi(t, Ft)V
′
F i(t, Ft)

)
.
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3. Недостатки модели Блэка–Шоулза

3.1. Постоянство волатильности

В рыночных данных наблюдается изменчивость волатильности со временем.
Так как цены деривативов зависят от σ, то это приводит к ошибкам в репли-
кации, если следовать модели Блэка–Шоулза.

Как оценить параметр σ?

Воспользуемся тем, что для геометрического броуновского движения St на
любом отрезка времени [a, b] имеем

1

b− a

n∑
i=1

(lnSti − lnSti−1)
2 L2

−→ σ2 при n → ∞,

если диаметр разбиения a = t0 < t1 < . . . < tn = b стремится к 0. Это следует
из того, что lnSt = (r− σ2

2 )t+σWQ
t , а квадратическая вариация броуновского

движения на отрезке [a, b] равна b− a.
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Пример

Следующий график показывает, что рыночная волатильность непостоянна.

Слева: оценка волатильности индекса S&P 500.
Справа: оценка волатильности в симулированной модели с σ = const.
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3.2. Неверная подразумеваемая волатильность

Рассмотрим формулу Блэка–Шоулза как уравнение

V = V (S, T,K, σ)

и решим его относительно σ, взяв в качестве V рыночную цену опциона.

Решение σ̂ называется подразумеваемой волатильностью опциона.

В модели Блэка–Шоулза значение σ̂ должно быть одинаковым для всех опци-
онов (и равно параметру модели σ), независимо от T и K, но в реальности
это не так.

стр. 28 из 42



На рисунке показаны сечения поверхности σ̂(T,K) для разных значений T —
так называемые улыбки волатильности (данные на 25.04.2024).

Типичные свойства рыночных улыбок волатильности:

• U-образная форма;

• задранный левый хвост;

• увеличение наклона при уменьшении времени до исполнения.
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Простой алгоритм вычисления подразумеваемой волатильности (∗)

Для опциона колл с ценой V введем обозначения

x = ln
S0

K
, p =

V√
S0K

, η = σ
√
T .

Тогда формула Блэка–Шоулза примет вид

p = ex/2Φ(x/η + η/2)− e−x/2Φ(x/η − η/2). (∗)

Нетрудно видеть, что это уравнение имеет решение тогда и только тогда, когда
I(x > 0)(ex/2 − e−x/2) < p < ex/2.

Лемма. Для опциона аt-the-money (S0 = K) имеем η = −2Φ−1((1− p)/2).

Если S0 ̸= K, то правая часть формулы (∗) имеет точку перегиба η0 =
√

2|x|
и является выпуклой при η < η0 и вогнутой при η > η0.
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Применим метод Ньютона численного нахождения решения уравнения f(η) =
0, где f — разность правой и левой части уравнения (∗):

ηn+1 = ηn − f(ηn)

f ′(ηn)
.

Предложение. ηn → η∗ при n → ∞, где η∗ — корень уравнения (∗).

Таким образом, искомая подразумеваемая волатильность

σ̂ =
η∗√
T
.

Замечание. Известно, что метод Ньютона сходится, если начальное приближе-
ние η0 лежит справа от корня η∗ и функция выпукла на [η∗, η0]; или начальное
приближение лежит слева от корня и функция вогнута на [η0, η∗].

Именно такие свойства обеспечивает предыдущая лемма.
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4. Дополнение: сведения из теории случайных процессов

4.1. Броуновское движение

Пусть задано вероятностное пространство (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P).

Определение. Броуновское движение — это случайный процесс W , согласо-
ванный с фильтрацией Ft (т.е. Wt — Ft-измерима для всех t) такой, что

1. W0 = 0,

2. Wt −Ws не зависит от Fs для любых s ⩽ t (независимые приращения),

3. Wt−Ws имеет нормальное распределение со средним 0 и дисперсией t−s
для любых s ⩽ t;

4. W имеет непрерывные траектории.
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Примеры траекторий броуновского движения
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Мартингальное свойство

Определение. Случайный процесс X называется мартингалом относительно
фильтрации F, если

1. X согласован с F;

2. E |Xt| < ∞ для любого t;

3. E(Xt |Fs) = Xs для любых s ⩽ t.

Предложение. Броуновское движение является мартингалом.

Доказательство. Свойства 1 и 2 очевидны, а свойство 3 следует из независи-
мости приращений, так как

E(Wt −Ws |Fs) = E(Wt −Ws) = 0.

стр. 34 из 42



4.2. Интеграл Ито и процессы Ито

Пусть процесс H = (Ht)t∈[0,T ] согласован с фильтрацией F, измерим по паре
переменных (ω, t) и

∫ T
0 Ht

t < ∞ п.н. (обозначение: H ∈ P2
T ).

Тогда определен интеграл Ито по броуновскому движению

It =

∫ t

0
HtdWt,

являющийся непрерывным процессом, согласованным с фильтрацией F.

Если дополнительно E
∫ T
0 H2

t dt < ∞ (обозначение: H ∈ L2
T ), то It является

мартингалом, причем

E It = 0, E I2t = E

∫ t

0
H2

sds

(для общего процесса H ∈ P2
T , интеграл It является локальным мартингалом).
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Определение. Процессом Ито называется непрерывный согласованный про-
цесс Xt, представимый в виде

Xt = X0 +

∫ t

0
Gsds+

∫ t

0
HsdWs,

где Gt и Ht — измеримые и согласованные процессы, причем
∫ T
0 |Gt|dt < ∞,∫ T

0 H2
t dt < ∞. Далее будем считать, что X0 = const.

Для краткости говорят, что процесс X имеет стохастический дифференциал

dXt = Gtdt+HtdWt.
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Теорема (формула Ито). Если Xt — процесс Ито, а функция f(t, x) имеет
непрерывные частные производные f ′

t , f
′
x, f

′′
xx, то процесс Yt = f(t,Xt) яв-

ляется процессом Ито и имеет стохастический дифференциал

dYt = f ′
t(t,Xt)dt+ f ′

x(t,Xt)dXt +
1

2
f ′′
xx(dXt)

2

=

(
f ′
t(t,Xt) + f ′

x(t,Xt)Gt +
1

2
f ′′
xx(t,Xt)H

2
t

)
dt+ f ′

x(t,Xt)HtdWt,

где (dXt)
2 = H2

t dt.
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Пример 1

По формуле Ито для функции f(t, x) = x2 и процесса Xt = Wt имеем

dW 2
t = 2WtdWt + dt,

что означает

W 2
t = 2

∫ t

0
WsdWs + t.

Таким образом, ∫ t

0
WtdWt =

W 2
t − t

2
.
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Пример 2

Геометрическим броуновским движением называется процесс

St = S0e
σWt+(µ−σ2

2
)t, S0 > 0,

где µ ∈ R— коэффициент сноса, σ > 0— коэффициент волатильности.

Если представить St в виде St = f(t,Wt), где f(t, x) = eσx+(µ−σ2

2
)t, и приме-

нить формулу Ито, то получим

dSt = µStdt+ σStdWt.
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4.3. Теорема Гирсанова

Теорема. Пусть W = (Wt)t∈[0,T ] — броуновское движение на (Ω,F ,F,P). То-
гда существует вероятностная мера Q ∼ P такая, что процесс

WQ
t = Wt + µt

является броуновским движением на (Ω,F ,F,Q).

В явном виде мера Q задается следующим образом:

Q(A) = EP(Z IA), Z = e−µWT−µ2

2
T ,

где Z — это производная Радона-Никодима Q по P, т.е. Z = dQ /dP.
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4.4. Теорема о мартингальном представлении

Пусть (Ω,F ,P)— вероятностное пространство, W — броуновское движение на
нем, а фильтрация F = (FW

t )t∈[0,T ] порождена процессом W и пополнена по
мере P.

Теорема. Пусть случайная величина X является FW
T -измеримой, EX2 < ∞.

Тогда существует единственный процесс H ∈ L2
T такой, что

X = EX +

∫ T

0
HtdWt.

В частности, любой квадратично интегрируемый мартингал Mt однозначно
представим в виде

Mt = M0 +

∫ t

0
HsdWs.
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